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Resumen. En este trabajo se desarrolla el modelo dinámico desacoplado de un ro-

bot tipo RRR de tres grados de libertad (x, y, z) con base en la formulación de Eu-

ler-Lagrange. Se valida experimentalmente el modelo obtenido sobre una plata-

forma de arquitectura abierta, presentándose una comparación empírica de los 

resultados en simulación y experimental. 
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1 Introducción. 

Desde hace muchas décadas atrás, la robótica ha sido importante en el entorno 

industrial. Sin embargo, actualmente la robótica de servicios [1] ha tenido gran im-

pacto en la vida cotidiana debido al decremento del costo de los componentes que 

conforman al robot. 

Algunos aspectos importantes que se consideran en los sistemas robóticos es la 

"inteligencia" y la reconfigurabilidad. Se entiende como "inteligencia" a la capaci-

dad que tiene el robot de aprender por sí misma por medio de sensores y procesa-

miento de la información. Por otra parte, se refiere a reconfigurabilidad a la capaci-

dad de definir funciones propuestas por el usuario tanto en el hardware así como en 

los programas. Es así, que la mayoría de los sistemas robóticos en el mercado tienen 

arquitectura cerrada de control en donde los detalles técnicos del sistema están ocul-

tos y generalmente utilizan un protocolo propio de comunicación, por lo que cam-

biar la estrategia de control no es una tarea fácil. En [2] se propone un sistema de ar-

quitectura abierta para una máquina de control numérico. El resultado obtenido 

muestra que es fácil implementar estrategias de control y características del monito-

reo con el sistema propuesto. 

El estudio de la robótica [3] es una parte indispensable para el entendimiento de 

su cinemática, dinámica, planeación de trayectorias y control. Sin embargo, su estu-
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dio formal requiere de sistemas robóticos de arquitectura abierta para llevar a la 

práctica la teoría. Un sistema de arquitectura abierta se define como aquel sistema en 

donde su planeación de trayectoria y controlador es flexible y reconfigurable 

haciendo énfasis en su facilidad para su programación utilizando algún lenguaje de 

programación.  

Por otra parte en [4] se analiza y se desarrolla la dinámica completa del robot 

SCARA, considerando la dinámica de los actuadores. Se muestran únicamente re-

sultados en simulación y en animación por lo que el trabajo experimental queda co-

mo trabajo futuro. Además se enfatiza el hecho de realizar primeramente simulacio-

nes con el modelo del robot antes de llegar a la etapa experimental para evitar algún 

daño al sistema por una mala sintonización del controlador. 

En [5] se desarrolla la dinámica de un manipulador móvil. Se analizan los efec-

tos de las fuerzas que interactúan entre los dos subsistemas (manipulador y robot 

móvil). Los resultados en simulación muestran que la dinámica del manipulador se 

afecta por las fuerzas y/o pares ejercidos en el robot móvil pero no sucede lo mismo 

en caso contrario, es decir, la dinámica del robot móvil no se afecta por los pares y/o 

fuerzas del manipulador. 

Por tal motivo en este trabajo se analiza y desarrolla la dinámica de un robot 

RRR en forma desacoplada, es decir, como si fueran un robot tipo RR y uno R. Se 

implementa una arquitectura de control abierta para su fácil implementación expe-

rimental, dando como resultado que el modelo desacoplado obtenido en forma analí-

tica es válida en forma experimental. 

El artículo se organiza de la siguiente manera: En la sección 2 se desarrolla la 

cinemática y dinámica del robot. La estrategia de control a utilizar se establece en la 

Sección 3. La discusión de resultados se muestran en la sección 4 y finalmente en la 

sección 5 se presentan las conclusiones. 

2 Cinemática y Dinámica. 

Considere el robot mostrado en la figura 1 donde 𝑂𝑖∀ 𝑖 = 0, … ,4 es el origen del 

sistema de coordenadas del sistema inercial del i-ésimo eslabón y del efector final, 

respectivamente. La longitud, longitud del centro de masa, la masa y el tensor de 

inercia expresada en el centro de masa del i-ésimo eslabón se expresan como 

𝑙𝑖 ∈ 𝑅, 𝑙𝑐𝑖
∈ 𝑅, 𝑚𝑖 ∈  𝑅, 𝐼 

𝑐𝑖
𝑖 ∈ 𝑅3×3 , respectivamente y 𝑕 ∈ 𝑅 es la distancia de la 

base al primer eslabón. 

Definiendo las coordenadas y velocidades generalizadas como 𝑞 =  𝑞1 𝑞2 𝑞3 
𝑇  y 

𝑞 =  𝑞 1  𝑞 2  𝑞 3 
𝑇  se puede obtener la matriz de transformación [6] (1) que describe la 

cinemática directa del robot, donde 𝐴 ∈ 𝑅 es el desplazamiento lineal por vuelta del 

husillo del actuador final sobre el eje Z. 

 

(

1) 
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Figura 1. Diagrama esquemático del robot RRR. 

Debido a que la inercia del eslabón 3 es pequeña comparada con las inercias de 

los otros dos eslabones y con el propósito de simplificar el modelo dinámico del ro-

bot RRR, se propone desacoplar su dinámica en dos subsistemas, por lo que se esta-

blece que el robot RRR consiste de dos robots, uno de tipo RR y otro de tipo R. 

Para obtener el modelo dinámico del robot RR por Lagrange se establece la ve-

locidad lineal del centro de masa del eslabón 1 y 2 con respecto al sistema inercial 

𝑉
𝑂0

𝑐𝑖
∀ 𝑖 = 1,2, dado por (2) y (3). 

  
 

La energía cinética K1 del robot RR está dada por (4), donde 𝜔1 =  0 0 𝑞 1 
𝑇  y 

𝜔2 =  0 0 𝑞 1 + 𝑞 2 
𝑇  es la velocidad angular del i-ésimo eslabón escrita en su mismo 

sistema de coordenadas. 

 

(

2) 
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Es importante mencionar que en el robot RR la energía potencial es cero debido 

a que el centro de masa de los eslabones 1 y 2 medido en el eje 𝑂𝑧0
 permanece cons-

tante. Entonces el Lagrangiano ℒ1 es igual a la energía cinética. Por lo que las ecua-

ciones de movimiento de Lagrange están dadas por (5) y el modelo dinámico del ro-

bot se expresa en (6), donde 𝜏 =  𝜏1  𝜏2 
𝑇  es el vector de pares y fuerzas de entrada, 

𝑀 ∈ 𝑅2×2 es la matriz de inercia, 𝐶 𝑞  ∈ 𝑅2 es el vector de fuerzas centrífugas y de 

Coriolis, 𝑞 =  𝑞1  𝑞2 
𝑇 , 𝑞  =  𝑞 1  𝑞 2 

𝑇 , 𝑞  =  𝑞 1  𝑞 2 
𝑇 son los vectores de posición, ve-

locidad y aceleración de los eslabones 1 y 2, respectivamente,   

𝜏 𝑓 =  𝑘𝑐1
𝑠𝑔𝑛(𝑞 1) 𝑘𝑐2

𝑠𝑔𝑛(𝑞 2) 
𝑇

 es el vector de fuerza de fricción de Coulomb y 

𝑘𝑐1
∀ 𝑖 = 1,2 es la constante de fricción de Coulomb. 

  
Donde: 

 
En el modelo dinámico del robot R, la energía cinética sólo incluye términos de 

la derivada momento angular, dando como resultado (7), donde 𝐽 ∈ 𝑅 es la suma del 

momento de inercia del husillo y del rotor del motor del efector final. 

 
Definiendo el Lagrangiano como ℒ1 = K2, el modelo dinámico del robot R se ex-

presa en (8), donde 𝑀 = 𝐽, 𝜏 𝑓 = 𝑘𝑣3
𝑞 3 es el par  de fricción viscosa y 𝑘𝑣3

∈ 𝑅 es el 

coeficiente de fricción viscosa. 

 
Finalmente, el modelo completo desacoplado se observa en (9), donde 𝜏 =

 𝜏   𝜏3 
𝑇 ∈ 𝑅3. 

 

3 Sistema De Control. 

Se propone un controlador PID cuyo esquema utiliza el error de posición angular 

𝑒𝑖 = 𝑞𝑑𝑖
− 𝑞𝑟𝑖

 para calcular el par de los actuadores de acuerdo a (10). 

(

5) 

(

6) 

(

7) 

(

8) 

(1

0) 
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Donde 𝑞𝑑𝑖

 , 𝑞 𝑑𝑖
 y 𝑞𝑟𝑖

, 𝑞 𝑑𝑖
 es la posición y velocidad angular deseada y medida 

del i-ésimo eslabón, respectivamente, 𝑘𝑝𝑖
∈ 𝑅; 𝑘𝑑𝑖

∈ 𝑅 y 𝑘𝑖𝑖
∈ 𝑅 es la ganancia pro-

porcional, derivativa e integral y 𝑒 𝑖 = 𝑞 𝑑𝑖
− 𝑞 𝑟𝑖

 es el error de velocidad angular. 

4 Resultados. 

El sistema experimental de arquitectura abierta consiste de un robot RRR el cual 

contiene tres servomotores Pittman, dos de ellos de la serie GM9234S033 y el otro 

de la serie GM9236S015, ambos con decodificador óptico de 500 pulsos por vuelta, 

una unidad de procesamiento central (CPU por sus siglas en inglés) Pentium IV a 

3.2GHz con 4GB de RAM , de una tarjeta de adquisición de datos Sensoray 626 con 

interconexión de componentes periféricos (PCI por sus siglas en inglés) y de la etapa 

de potencia conformado por tres convertidores voltaje-corriente LMD18245, conec-

tados al puerto de salidas analógicas de la Sensoray. 

 

 
Figura 2. Sistema experimental de arquitectura abierta. 

Para realizar las simulaciones numéricas se consideraron los parámetros del ro-

bot y del sistema de control mostrados en la Tabla 1. Cabe mencionar que los pará-

metros del robot se obtienen con la ayuda del programa de diseño paramétrico So-

lidWorks y el problema de control se aborda como un problema de seguimiento de 

trayectorias sin restricciones, donde las ganancias del controlador se obtienen de 

acuerdo al procedimiento presentado en [7]. En la Fig. 3 se muestra el diagrama es-

quemático del sistema experimental. 
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Figura 3. Diagrama esquemático del sistema experimental. 

Se utilizó Matlab-Simulink para realizar la simulación numérica con el método 

de Runge-Kutta de 4to orden y un tiempo de integración de ∆𝑡𝑠 = 5𝑚𝑠, un tiempo 

final 𝑡𝑓 = 120𝑠 y condición inicial 𝑞 𝑡0 = 0 =  0 0 0 𝑇. Las trayectorias deseadas 

a seguir por el robot RRR se muestran en (11). Para los resultados experimentales se 

propuso un tiempo de muestreo de ∆𝑡𝑒 = 5𝑚𝑠 y se programó la ley de control y la 

trayectoria deseada en Matlab-Simulink. 

 

Tabla 1. Parámetros del robot RRR y ganancias del controlador PID. 

 
 

En las figuras 4, 5 y 6 se muestran los resultados en simulación y en forma expe-

rimental del seguimiento de la trayectoria deseada con el controlador propuesto. Se 

observa que el resultado experimental con el resultado numérico presenta un com-

portamiento similar, con lo cual podemos validar el modelo dinámico obtenido. Sin 

embargo, la discrepancia entres los resultados de simulación y experimental se debe 

principalmente a que no se incluye en el modelo la dinámica asociada con el juego 

de engranes, además el modelo de fricción propuesto es ideal. 

 

(1

1) 



Desacoplamiento dinámico y control de robot RRR de arquitectura abierta    117 

 
Figura 4. Resultados en simulación y experimental del seguimiento de la trayectoria para q1. 

 
Figura 5. Resultados en simulación y experimental del seguimiento de la trayectoria para q2. 

5 Conclusiones. 

En este artículo se presenta el modelo desacoplado del robot RRR y se muestran 

los resultados experimentales en una plataforma de arquitectura de control abierta. 

Comparando los resultados en simulación con los resultados experimentales se 

observa que es factible realizar el desacoplamiento dinámico del robot RRR en dos 

robots, uno de tipo RR y otro de tipo R. 
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Figura 6. Resultados en simulación y experimental del seguimiento de la trayectoria para q3. 

Se mostró el hecho de que es muy útil realizar primeramente simulaciones del 

sistema a controlar antes de llevar a cabo los resultados experimentales. Sin embar-

go es muy importante que se obtenga e identifique correctamente los parámetros del 

modelo del sistema para que los resultados en simulación correspondan a los resul-

tados experimentales. 

Algunos beneficios de realizar simulaciones es su fácil reconfiguración, se reali-

za en forma rápida, y es más conveniente, seguro y barato que estar probando con el 

sistema experimental. 

La arquitectura de control abierta hace posible que la implementación experi-

mental sea más rápida y eficiente. 
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